MAI3 1. cvifeni - metrické prostory 1

Co jsme FeSili na prvnim cvifeni a problémky k promy$leni pro p¥iiti cvifeni :
1. Ukdzali jsme, Ze z axiomi v definici metriky plyne nezdpornost metriky.

2. Pfipomnéli jsme prostory R" a v nich metriky d,(x,y),peN a d,(x,7).
Ovefili jsme axiomy metrik d;(x,v) a d,(x,»).
Pokusili jsme se o dikaz tvrzeni ((loha z 1. pfednasky) lim d,(x, y)=d,, (x,y) . Nasli jsme zatim (pro uZiti
poo

véty o limit& sevfené posloupnosti) ,straZznika shora® ( zde prosim, omluvte, Ze jsem pFi opakovani limity

lim4n (=lime™ ™) zapomnéla (asi, jak se mi zd4) napsat —1v n~). Zkuste ditkaz dokon&if (ptpadng

n—ryo0 n—po
vymyslete dikaz jiny).
1
b »
3. V prostoru C[a, b] jsme pfipomnéli metriky d(f,g)= m[axllf(x) - g(x)l a d,(f,g)= (J|f(x) - g(x)]p dx)
xela,b
[

a ovéfili axiomy metrik d(f,g) a di(f,g) (uovéfeni axiomiu d,(f,g) jsme potfebovali nékteré
vlastnosti uréitého integrahu).

b
4. Pokud se v prostoru R[a, b] pokusime a zavedeni metriky d(f,g) = I] f(x)- g(x)|dx , ktery axiom metriky
a

b
nebude splnén? Umite ,,upravit” prostor R[a, b] tak, aby d(f,g)= Il f(x)— g(x)ldx byla uz metrika?

a

5. Uzitim Cauchyovy — Schwarzovy nerovnosti (viz Gloha 6. z prvni pfednisky MAI 3 pana docenta Klazara)

odvod'te trojahelnikovou nerovnost pro euklidovskou metriku v R". A zkuste dokazat i Cauchyovu — Schwarzovu
nerovnost. (A tfeba jedté zkuste najit tzv. Holderovu nerovnost a dokézat pak trojihelnikovou nerovnost i pro metriku
dp(x,y),peN, pz3) :

6. Zkuste dokazat , Ze v linedrnim prostoru ¥ se skaldrnim souéinem (u, v) a normou uu" = ,f(u, v) plati

|<u,v)| < ||u || - “v || {Schwarzova nerovnost) a dale pak ovéfit platnost axiomi metriky, pokud v prostoru V

definujeme metriku d{u,v)= "u - vll .

b
Pfiklady : prostor R" s euklidovskou metrikou, prostor C [a,b] s metrikou dy(f,g) = \/ﬂ f(x)- g(x)|2dx .
a



